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Рассматривается задача минимизации булевых функций в классе полиномиальных 
нормальных форм. Предлагается алгоритм построения полиномиально нормальных 
форм для произвольных булевых функций, причем длина полученной формулы за­
висит только от числа переменных функции. В качестве исходной информации для 
алгоритма, помимо функции, используется решение одной задачи о покрытии. При 
этом число элементарных конъюнкций в полученной формуле равно мощности по­
крытия. Для введенной задачи о покрытии найдено приближенное решение. В итоге 
удалось доказать, что сложность булевых функций в классе полиномиальных нормаль­
ных форм меньше чем 2 Л - И (log2 n + \)/п. Это позволяет сделать вывод о том, что для 
почти всех булевых функций их сложность при представлении в виде полиномиальных 
нормальных форм меньше чем при представлении в виде дизъюнктивных нормальных 
форм. 

1. Введение 
Как известно, из всех типов формул булевых функций наибольшее применение в при­
ложениях находят дизъюнктивные нормальные формы (д.н.ф.). Одной из причин этого 
является то, что этот тип представлений булевых функций достаточно хорошо изучен, 
для него разработан ряд алгоритмов, известны оценки сложности. Другой причиной яв­
ляется то, что д.н.ф. обладают структурой, удобной для применения в разных областях, 
например, для создания программируемых логических матриц. Однако, этот тип формул 
не является единственным, обладающим подобной структурой. Очень похожий вид име­
ют полиномиальные нормальные формы (п.н.ф.), определяемые как представления вида 
суммы по модулю два произвольного набора элементарных конъюнкций и единицы. 

Известно, что при небольшом числе переменных для большей части булевых функций 
удается получить более короткую п.н.ф. по сравнению с д.н.ф., и потому ряд разработ­
чиков электронных схем проявляют интерес к этой области. Однако этот класс формул 
на сегодня очень слабо изучен. Существующие алгоритмы точной минимизации работа­
ют лишь для функций, зависящих не более чем от шести переменных. Почти ничего не 
известно о поведении функции Шеннона сложности п.н.ф. булевых функций. 

Сложностью булевой функции в классе п.н.ф. называют число слагаемых в наикрат­
чайшей п.н.ф., представляющей эту функцию. Максимум по сложностям всех булевых 
функций от п аргументов обычно называют функцией Шеннона сложности п.н.ф. буле­
вых функций и обозначают L"{. 
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Были известны следующие оценки сложности булевых функций в классе п.н.ф. Ниж­
няя оценка 

г" > 
^ n f ^ n l o g 2 3 

может быть легко получена из мощностных соображений [5]. До сих пор была извест­
на лишь очень грубая по порядку верхняя оценка ZAf ^ 2п, которая легко следует из 
очевидного неравенства L"*f

l ^ 2Ljjnf. 
Наилучшая из известных до сих пор верхних оценок такого типа 

была получена в результате нахождения самой сложной функции от шести переменных 
при помощи компьютерных вычислений [6]. Экспоненциально нарастающая сложность 
вычислений не позволяет получить точное значения функции Шеннона в классе п.н.ф. 
при больших л. 

В этой работе вводится новый класс полиномиальных представлений булевых функ­
ций, являющийся подмножеством п.н.ф., где каждая п.н.ф. определяется через решение 
одного из вариантов задачи о покрытии. Доказано, что всякая функция имеет представ­
ление такого вида и его сложность не превосходит 2Л + 1 (log2 n + \)/п, что дает верхнюю 
оценку функции Шеннона для класса п.н.ф. Различные виды полиномиальных разложе­
ний булевых функций рассматриваются в обзоре [1]. 

2. Метод получения верхней оценки функции Шеннона 
После необходимых определений мы сформулируем задачу о минимальном затеняющем 
покрытии. Все недостающие определения можно найти в книге [4]. 

Пусть <т/ € {0,1},*' е { 1 , . . . , п}, тогда ( o j , . . . , оп) будем называть двоичным набором, 
а а/ — /-й компонентой двоичного набора. Набор (а\,... , оп) будем обозначать через д. 
В словосочетании двоичный набор слово двоичный часто будем опускать. 

Число п называют длиной набора а = ( a i , . . . ,a„) и обозначают через |5 | . Весом 
|| а || двоичного набора о будем называть число его компонент равных единице, то есть 
FII = £?-,<*• 

Обозначим через Еп множество двоичных наборов длины п. Множество всех наборов 
длины п и веса к будем обозначать Е^. На множестве Еп естественным образом устанав­
ливается частичный порядок, а именно, (р\,... , оп) ^ (х\,... , г„) тогда и только тогда, 
когда oi ^ г/ для всех i е {1,... , п). 

Множество наборов S(cr) называется тенью набора 5, если 

S(or) = { T | T € £ j , T ^ a r } , 

где п — |5 | , а к = ||5г|| — 1. Если Q — некоторое множество наборов, то полагаем 

S(Q) = U 5(5). 

Множество наборов Тп будем называть затеняющим множеством длины п, если 

(J 5(5) = £л\(1...1). 
геги 
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Мощность минимального из затеняющих множеств будем обозначать Rn. 
Определим возведемте в степень для булевых переменных по следующему правилу: 

ху = х 0 у 0 1. Тогда Л:0 = Jc, х1. = х, хх = 1. 
Булевы функции будут обозначаться символом / с различными индексами. В функции, 

зависящей от п аргументов, будем использовать аргументы х\,... , х„. Будем использовать 
обозначение 

J | Xi = ДС/j . . . Xik , 
Р(0 

где P(i) — множество индексов {i\,... , / '*}. 
Если а — набор той же размерности, что и множество аргументов функция / , то обо­

значим а.а ( / ) коэффициент полинома Жегалкина для функции / при слагаемом \\а.=lXj. 
Тогда полином Жегалкина для л-местной функции / может быть записан в виде 

/ = 0 <*»(/) П xh 
д€Е" <7/ = 1 

При этом будем говорить, что элементарная конъюнкция \\а =i xi соответствует набору а. 

Теорема 1. Справедливо неравенство 

Доказательство. Пусть Тп = {а 1 , . . . , aRn} — минимальное затеняющее покрытие дли­
ны п, в котором наборы упорядочены по убыванию весов. Наборы одинакового веса могут 
располагаться в произвольном порядке, например, в лексикографическом. 

Обозначим Фл п.н.ф., определяемую формулой 

0€T»<Tj = l 

Определим набор множеств 

7}я = {с? / + ! ,а / + 2 , . . . , 5 * " } , Т£ = Т\ 7 ^ = 0 . 

Обозначим 5lj двоичный набор (ql
Qy... , а\х, 0, a j + 1 , . . . , ol

n). Определим последователь­
ность функций Уо» /i»• • • » JRn следующим образом: 

* - ( : • 
-(f) = 1, если/фФ", 
, ( /) = 0, если / 0 Ф" е По<у «и *У -

// = /*-!© П х " " у ( / ' " 1 ) ф П * ' - <!> 
. 1 <rj = . 

Слагаемое П<т? = 1 xj&U ' * обозначает элементарную конъюнкцию, соответствующую 
набору а1, в которой отрицания стоят над переменными Xj такими, что элементарная 
конъюнкция без Xj входит в полином Жегалкина для функции j \ - \ . 

Докажем следующее утверждение индукцией по п. Пусть слагаемое х^х xjc2 • • • xkp вхо­
дит в полином Жегалкина для функции / / . Тогда набор, в котором на местах к\, кг,... ,кр 
стоят единицы, а на остальных местах стоят нули, принадлежит S(J"). 
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Доказательство проведем индукцией по i. 
В качестве базы индукции рассмотрим случай i = 0. По определению 

S(f0
n) = Е» \ { (1 . . . 1)}. 

Очевидно, слагаемое х\ ...хп входит в Фл, поэтому, по построению /о полином Же-
галкина для этой функции такого слагаемого не содержит. Таким образом, при i = 0 
утверждение выполняется. 

Проведем шаг индукции. Пусть утверждение выполняется при i = k — 1, то есть 
полином Жегалкина для функции fk-\ можно записать в виде 

л_, = ф ctrUk-i) UXJ= 0 <*?(/*-!) П XJ e 0 «r(A-i) П ъ-
(2) 

Элементарные конъюнкции, соответствующие наборам из S(ак), можно представить в 
виде 

ф «*(/*-!) П * = П X? © П *1 © ФЬ С3) 
J 

где Ф^ — некоторый полином Жегалкина, содержащий элементарные конъюнкции, состо­
ящие не более чем из | |5* — 2|| переменных. В этом равенстве легко убедиться, заменив 

хj° ] ~х на (XJ ф а%к] (fk-\)) и раскрыв скобки. 
Найдем полином Жегалкина для функции j \ . Используя определение (1), предполо­

жение индукции (2) и равенство (3), получаем, что 

/*= 0 arUk-\) П *>©**• 

Поскольку все элементарные конъюнкции из Ф^ соответствуют наборам длины 
|| 5* -21| или меньшей, они покрываются наборами длины ||5* — 11| или меньшей, которые 
принадлежат Т£ по построению. Таким образом, утверждение индукции доказано. 

Отсюда, и из того, что Т^п = 0 следует, что /цп = 0. 
Из равенств (1) найдем функцию / : 

/ = «т(/) П XJ е ф е Л = «т(Л П * ;©Ф© n*"7U(/o)® T\*J®fi 

м л п ^ ® Ф ® п *?,>{/o) ® n XJ © n ̂ rwC/,) ® n XJ © /2 
0</«л 1̂ = 1 CTjl = l „2 = 1 „ 2 = , 

... = МЛ П ^ф ф ф Ф П ^ ' 7 ( Л _ , ) Ф Ф UXJ 
0 < / < Л 01*Тпо1.=\ ffi€T"(Tl

j=\ 

=ФФ Ф п-;?,7(/'" , )Фф=мл п *>® Ф n-;?'7(/i_,)-
В результате получили п.н.ф., содержащую не более чем /?л + 1 слагаемое, что дока­

зывает теорему. 
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Метод построения п.н.ф., использованный в доказательстве теоремы, является эффек­
тивным, в том смысле, что позволяет построить п.н.ф. указанной сложности за поли­
номиальное время относительно длины вектора, задающего булеву функцию. Далее мы 
запишем алгоритм, использованный в доказательстве теоремы отдельно и приведем при­
мер его работы. Алгоритм, позволяет строить п.н.ф. сложности не более чем Rn + 1 для 
любой булевой функции, зависящей от п переменных. 

Алгоритм. (1) По затеняющему множеству Р строим п.н.ф. Ф по формуле 

(2) Для заданной булевой функции f(x\,... , хп) строим полином Жегалкина F. 

(3) Строим п.н.ф. Ф = Ф 0 F, сокращая одинаковые слагаемые. 

(4) Определяем п.н.ф. А: если слагаемое х\ . . . хп присутствует в Ф, то А = х\ . . . хп, 
в противном случае полагаем А = 0. 

(5) Удаляем слагаемое х\ . . . хп из Ф, если оно в ней присутствует. 

(6) Упорядочиваем все наборы в Р по убыванию весов и для каждого набора а выпол­
няем шаги 7 и 8. 

(7) Строим импликанту К, соответствующую набору а и импликанту К\ состоящую 
из тех же переменных, что и К. Для всех i переменная х,- будет входить в К' с 
отрицаем, если импликанта, соответствующая набору {о\,... , а-\, 0, a,-+i,... , ап} 
входит в Ф. 

(8) Добавляем импликанту К' к А, а полином Жегалкина для К + К' к Ф. 
Полиномиальная нормальная форма А, полученная на последнем шаге, будет эквива­

лентна исходной функции / . 

Пример. (1) По минимальному затеняющему множеству Р для Е4 строим п.н.ф. Ф, 

Р = {(1111), (1110), (1101), (1011), (1100), (0011), (1000)}, 
ф = X\X2X$Xt 0 X\XiXi 0 Х1Х2Х4 0 X\Xi 0 Х3Х4 0 Х\. 

(2) Полином Жегалкина для / равен 

F = Х\Х2Х^ХА 0 Х\Х2ХА 0 X 1 ^ 2 0 Хз 0 1. 

(3) Построим Ф = F 0 Ф: 

ф = Х\Х2Хъ 0 Х3Х4 Ф *1 Ф *3 Ф 1-

(4) Определяем, что А = 0. 

(5) Полиномиальная нормальная форма Ф остается без изменений. 

(6) Наборы уже упорядочены. 
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(7.1) Строим АГ и АГ' по набору (1111). Получаем, что К = х\х2хзх4, а К' = Х1Х2хзх4, 
так как слагаемое х 1X2X3 присутствует в Ф. 

(8.1) Изменяем А и Ф : 

А = Х1Х2Х3Х4, 

Ф = х\х2хъ 0 х3х4 0 xi 0 х3 0 1 0 К 0 А:' = хзх4 0 xi 0 хз 0 1. 

(7.2) Строим А' и К' по набору (1110). Получаем, что К = Х1Х2Х3 и К' = Х1Х2Х3, так 
как слагаемые Х1Х2, X1X3, Х2Х3 отсутствуют в Ф. 

(8.2) Изменяем А и Ф : 

А = Х1Х2Х3Х4 0 Х1Х2Х3, 

ф = л:3х4 0 xi 0 хз 0 1 0 К 0 К' = х3х4 0 Xi 0 х3 0 1. 

(7.3) Строим К и Аг/ по набору (1101;. Получаем , что К = Х1Х2Х4 и К' = Х1Х2Х4, так 
как слагаемые XiX2, X1X4, Х2Х4 отсутствуют в Ф. 

(8.3) Изменяем А и Ф : 

А = Х1Х2Х3Х4 0 Х1Х2Х3 0 Х1Х2Х4, 
Ф = х3х4 0 xi 0 хз 0 1 0 К 0 К' = х3х4 0 xi 0 х3 0 1. 

(7.4) Строим К и К' по набору (1011). Получаем, что К = Х1Х3Х4 и К' = Х1Х3Х4, так 
как слагаемое Х3Х4 присутствует в Ф. 

(8.4) Изменяем А и Ф : 

А = Х1Х2Х3Х4 0 xix2X3 0 Х1Х2Х4 0 Х1Х3Х4, 
Ф = х3х4 0 xi 0 хъ 0 1 0 К 0 К' = х\ 0 х3 0 1. 

(7.5) Строим А: и АГ' по набору (1100). Получаем, что К — х\х2 и К' = xix2 , так как 
слагаемое х\ присутствует в Ф. 

(8.5) Изменяем А и Ф : 

А = Х1Х2Х3Х4 0 xix2x3 0 Х1Х2Х4 0 Х1Х3Х4 0 Х1Х2, 
Ф = xi 0 хз 0 1 0 К 0 К' = хз 0 1. 

(7.6) Строим # и А:' по набору (ООП). Получаем, что К = хзх4 и К' = х3х4, так как 
слагаемое хз присутствует в Ф. 

(8.6) Изменяем А и Ф : 

А = xix2x3x4 0 Х1Х2Х3 0 Х1Х2Х4 0 Х1Х3Х4 0 xix2 0 Х3Х4, 
Ф = х 3010#0А: /=1. 

(7.7) Строим А: и А:' по набору (1000). Получаем, что К = х\ и К' = х\, так как 
слагаемое 1 присутствует в Ф. 
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(8.7) Изменяем А и Ф : 

А = ^1X2X3X4 0 Х\Х2Хг 0 Х\Х2Х* 0 Х\Х^Х^ 0 Х\Х2 0 Х^Хь 0 Х\, 
Ф = 1 0 К 0 К' = 0. 

Легко проверить, что полученная п.н.ф. А действительно представляет исходную 
функцию / . 

3. Оценка мощности теневого покрытия 
Для получения верхней оценки Rn потребуется ввести несколько определений. 

Пусть о — {о\,... ,ап} — некоторый двоичный набор. Сферой с центром в точке а 
будем называть множество наборов 

С(5) = {(<ть... ,ог*_ьо* 0 1,(7*+ь... ,an)\l^k^n}. 

Если Q — некоторое множество наборов, то будем писать 

C(Q) = (J С(5). 

Если Р — некоторое множество наборов, то обозначим EV(P) и OD(P), соответст­
венно, множества наборов четного и нечетного весов из Р. Если Р и Q — некоторые 
множества наборов, то обозначим Р х Q множество наборов {5 = а/3 \ а е Р, /3 е Q}. 
Для улучшения читаемости формул будем считать, что операция х имеет наибольший 
приоритет. 

Определим множества наборов Т*, п = 2*, 0 ^ / < п. Для упрощения записи будет 
использоваться следующая договоренность: всюду в записи Т" под Т£. будет подразу­
меваться УЛ+л!) (mod л)- Множества Т" определяются соотношениями 

/1—1 Л —1 

То = {(0), (1)}, Г2
2
р
л = У Г," х ЕУ(Т?+р), Г2

2;+ | = ( J Т," х OD(7}"+/)). 
/ = 0 1=0 

Используя принцип индукции, легко доказать, что Т£,... 7 ^ задают разбиение is71 

на класс непересекающихся множеств, причем каждое множество содержит 2п/п наборов. 

Предложение 1. Для всех натуральных п = 2к и i, 0 ^ i < п, справедливо равенство 
C(Tt

n) = Еп. 

Доказательство. Проведем доказательство индукцией по к. При к = 0 утверждение 
очевидно. 

Пусть для всех к ^ т утверждение верно, тогда положим (: = /и 4- 1, w = 2ffl и 
рассмотрим множество Tfn и произвольный набор 5 = 5?Д, причем |5?| = |Д| = п. 
Очевидно, что набор а входит в сферу с центром 5', если a1 =Jx'P или если о' = а?Д', 
где а! и Д' есть центры сфер, в которые входят наборы а и )8 соответственно. Тогда, 
если / = 2/7 — четное число и Д имеет четный вес, то для некоторого j справедливо 
включение Д € ЕУ(ГД ), и по предположению индукции а е С{Т"), то есть а е Т?п. 
Если же Д имеет нечетный вес, то для некоторого j справедливо включение 5 е ГД тогда 
по индуктивному предположению Д е С(ГД ), а с учетом того, что вес Д нечетный, 
/? е С(ЕУ(ГД )). Доказательство для случая нечетного / аналогично. 
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Из этого предложения следует, что все наборы из Еп входят в С(Т") ровно один раз, 
так как каждая сфера содержит п наборов, а каждое Т" содержит 2п/п наборов. 

Лемма 1. Для любых натуральных чисел пик таких, что п = 2Р, k ^ п, существует 
набор множеств Tj1,... Tj* такой, что для него выполняется неравенство 

U S(Tf) 
ie{Ji,»Jk) 

^ 2п - 21 п-к 

Доказательство. Обозначим Ъ биномиальный коэффициент (£). Множество всех А:-эле­
ментных подмножеств множества {0 ,1 , . . . , л — 1} обозначим {/ь . . . , 1ь}-

Рассмотрим некоторый набор а длины п и веса г. Очевидно, он входит в п различ­
ных сфер, причем в п — г случаях он получается заменой единицы на ноль. Учитывая, 
что все наборы входят в С (Г/1) ровно один раз, получаем, что а? принадлежит ровно 
п — г множествам S(T"). Тогда, легко понять, что а входит ровно в (£) — (£) различных 
А:-элементных объединений множеств S(Tp). Тогда все слова веса г встречаются во всех 
к -элементных объединениях множеств S(Tp) ровно ((£) - (£)) (") раз. В силу этого мож­
но найти значение суммы 

Ь 

Е 
У = 1 

U 5(7}") •5(0-0)0 
-tOO-tOO-O'-O^-

Поскольку начальная сумма содержит (£) слагаемых, по крайней мере для одного из них 
будет выполняться требуемое неравенство. 

Теорема 2. Справедлива оценка 

Rn^Qg2n + X ) _ x n = r 

п 

Доказательство. Построим искомое покрытие следующим образом. Выберем к мно­
жеств Т" таких, что объединение их теней максимально. По лемме оно содержит не 
менее 2п - 2п~к элементов. При этом незатененными остались 2п~к - 1 наборов (набор Т 
не может быть затенен). Для каждого незатененного набора найдем набор, его затеняю­
щий, и добавим его в покрытие. Таким образом, верна оценка 

Rn ^к—+2п~к-\. 
п 

Теперь, подставив log2 n вместо к, получим требуемую оценку. 

Следствие 1. Справедлива оценка 

^2"(21og2/i + 2) 
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Доказательство. Введем обозначение т = 2^°%2ПК Тогда 2т > п. Из очевидной оценки 
^pnf * ^ 2^pnf> теоремы 1 и теоремы 2 получаем, что 

^p.n.f. ^ z ^p.n.f. 

< 2 / I _ w 2 ^ ( l o g 2 m + l) < 2"(21og2/n + 2) < 2"(21og2K + 2) 
^ m ^ 2m и 

Хорошо известно, что асимптотика сложности почти всех булевых функций в классе 
дизъюнктивных нормальных форм по порядку составляет 

2п 

log2 п log2 log2 п 

(см. [3, 2]). Таким образом, здесь доказано, что класс п.н.ф. асимптотически лучше класса 
д.н.ф. для реализации булевых функций. 
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